
Ñòàòèñòèêà: Ñïðàâî÷íèê ïî òåîðèè
Ïðîôèëüíûé óðîâåíü · Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(X) äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû � ýòî å¼ ñðåäíåå îæèäàåìîå çíà÷åíèå ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòî-

ðåíèè ýêñïåðèìåíòà. Ôèçè÷åñêè åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ¾öåíòð

ìàññ¿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé.

Ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ � ýòî ñóììà ïðîèçâåäåíèé âñåõ âîçìîæ-

íûõ çíà÷åíèé âåëè÷èíû íà èõ âåðîÿòíîñòè:

E(X) = x1 · p1 + x2 · p2 + · · ·+ xn · pn =

n∑
i=1

xipi

Ïðèìåð 1 (Èãðîâîé): Âû èãðàåòå â èãðó, áðîñàÿ êóáèê. Åñëè

âûïàäàåò 6, âû ïîëó÷àåòå 300 ðóáëåé. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ âû ïëà-

òèòå 60 ðóáëåé. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà p1 = 1/6, âåðîÿòíîñòü ïðî-
èãðûøà p2 = 5/6.

E(X) = 300 · 1
6
+ (−60) · 5

6
= 50− 50 = 0 ðóá.

Èãðà ÿâëÿåòñÿ ¾ñïðàâåäëèâîé¿, òàê êàê ñðåäíèé îæèäàåìûé ðåçóëü-

òàò ðàâåí íóëþ.

Ïðèìåð 2 (Áûòîâîé): Òàêñèñò àíàëèçèðóåò ñâîé äíåâíîé çàðà-

áîòîê. Èç îïûòà îí çíàåò, ÷òî ¾îòëè÷íûé äåíü¿ (äîõîä 5000 ðóá)

áûâàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,2, ¾îáû÷íûé äåíü¿ (3000 ðóá) � ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 0,5, à ¾ïëîõîé äåíü¿ (1000 ðóá) � ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3. Åãî
ñðåäíèé îæèäàåìûé äîõîä çà êàæäûé äåíü ðàáîòû â äîëãîì ïåðè-

îäå ñîñòàâèò:

E(X) = 5000·0,2+3000·0,5+1000·0,3 = 1000+1500+300 = 2800 ðóá.

Îæèäàíèå ñåðèè óñïåõîâ

×àñòî â ñòàòèñòèêå ìû èìååì äåëî ñ ñåðèåé íåçàâèñèìûõ èñïûòà-

íèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå (¾óñïåõ¿) ïðîèñõîäèò ñ îäèíà-

êîâîé âåðîÿòíîñòüþ p.
Äî ïåðâîãî óñïåõà:

Åñëè ìû ïîâòîðÿåì èñïûòàíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà óñïåõ íå ïðîèçîé-

äåò îäèí ðàç, îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî íóæíûõ ïîïûòîê âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ôîðìóëå:

E(X) =
1

p

Ïî÷åìó ôîðìóëà èìåííî òàêàÿ? Âñ¼ î÷åíü ëîãè÷íî. Ïðåäñòàâü-

òå, ÷òî âåðîÿòíîñòü çàáðîñèòü áàñêåòáîëüíûé ìÿ÷ â êîëüöî ðàâíà

p = 1
5 (òî åñòü âû çàáèâàåòå 1 ìÿ÷ èç 5). Ðàçóìååòñÿ, ÷òîáû çàáèòü

ýòîò 1 ìÿ÷, âàì â ñðåäíåì ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü 5 áðîñêîâ. Ôîðìóëà
1
p ïðîñòî ïåðåâîðà÷èâàåò äðîáü âåðîÿòíîñòè: 1

1/5 = 5.
Äî k-ãî óñïåõà:
Òàê êàê èñïûòàíèÿ ïîëíîñòüþ íåçàâèñèìû, îæèäàíèå ñêëàäûâàåò-

ñÿ. ×òîáû äîæäàòüñÿ ðîâíî k óñïåõîâ (íå îáÿçàòåëüíî ïîäðÿä), íàì
â ñðåäíåì ïîíàäîáèòñÿ â k ðàç áîëüøå ïîïûòîê:

E(X) =
k

p

Ïðèìåð: Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà÷èíàþùèé áèàòëîíèñò ïîïàäåò

â ìèøåíü, ðàâíà p = 0,2 (èëè 1
5). ×òîáû ïîïàñòü õîòÿ áû îäèí ðàç,

åìó â ñðåäíåì ïîòðåáóåòñÿ 1
0,2 = 5 âûñòðåëîâ. Äëÿ ïîðàæåíèÿ òð¼õ

ìèøåíåé åìó ïîòðåáóåòñÿ ñäåëàòü â ñðåäíåì 3 · 5 = 15 âûñòðåëîâ.

1



Íåñìåù¼ííàÿ äèñïåðñèÿ

Äèñïåðñèÿ D(X) ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî ñèëüíî çíà÷åíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ðàçáðîñàíû îòíîñèòåëüíî å¼ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ.

Êàê ýòî òðàêòîâàòü? Äèñïåðñèÿ � ýòî ìåðà íåñòàáèëüíîñòè èëè

ðàçáðîñà:

� ×åì áîëüøå äèñïåðñèÿ, òåì ñèëüíåå ðåàëüíûå çíà÷åíèÿ

¾ïðûãàþò¿ âîêðóã ñðåäíåãî. Ýòî ïðèçíàê ñèëüíîé èçìåí÷èâî-

ñòè è íåñòàáèëüíîñòè (íàïðèìåð, ðåçêèå ïåðåïàäû òåìïåðàòóð

çèìîé, ñêà÷êè êóðñà âàëþò èëè èãðîê, êîòîðûé òî çàáèâàåò 5

ãîëîâ, òî íè îäíîãî).

� ×åì ìåíüøå äèñïåðñèÿ, òåì êó÷íåå è ïëîòíåå ðåçóëüòàòû

ëåæàò ê ñðåäíåìó. Ýòî ïðèçíàê ñòàáèëüíîñòè è ïðåäñêàçóå-

ìîñòè (íàïðèìåð, ñòàíîê, êîòîðûé âñåãäà âûòà÷èâàåò äåòàëü

ñòðîãî îäíîãî ðàçìåðà ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ).

Íà ïðàêòèêå ó íàñ ÷àñòî åñòü ëèøü âûáîðêà äàííûõ. Îáû÷íàÿ ôîð-

ìóëà âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè çàíèæàåò ðåàëüíûé ðàçáðîñ, òàê êàê

ýëåìåíòû âûáîðêè ãðóïïèðóþòñÿ âîêðóã ñâîåãî ñîáñòâåííîãî ñðåä-

íåãî x̄. Äëÿ èñïðàâëåíèÿ ýòîãî ñìåùåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïîïðàâêà

Áåññåëÿ � ìû äåëèì ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé íå íà n, à íà

n− 1. Òàêàÿ îöåíêà íàçûâàåòñÿ íåñìåù¼ííîé (S2):

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

Ïðèìåð: Äàíà âûáîðêà èç 4 ÷èñåë: 2, 4, 4, 6.

� Íàõîäèì âûáîðî÷íîå ñðåäíåå: x̄ = 2+4+4+6
4 = 4.

� Ñ÷èòàåì ñóììó êâàäðàòîâ îòêëîíåíèé ýëåìåíòîâ îò x̄:

(2− 4)2 + (4− 4)2 + (4− 4)2 + (6− 4)2 = 4 + 0 + 0 + 4 = 8.

� Íåñìåù¼ííàÿ äèñïåðñèÿ: S2 = 8
4−1 = 8

3 ≈ 2,67.

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà � ýòî ¾ïðàâèëî çàùèòû îò àíîìàëèé¿.

Îíî ïðîñòûìè ñëîâàìè ãîâîðèò: âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà

ñèëüíî îòîéä¼ò îò íîðìû, îãðàíè÷åíà è ïàäàåò ïðè óâåëè÷åíèè

îòñòóïà.

Åñëè èçâåñòíà äèñïåðñèÿ D(X), òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêëîíå-

íèå îò ñðåäíåãî E(X) ñîñòàâèò âåëè÷èíó ε (ýïñèëîí) èëè áîëüøå,

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

P (|X − E(X)| ≥ ε) ≤ D(X)

ε2

Êàê ýòî ïîíèìàòü? Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ε2 â çíàìåíàòåëå. ×åì
äàëüøå ìû îòñòóïàåì îò íîðìû (÷åì áîëüøå ¾ïðûæîê¿ ε), òåì
ñòðåìèòåëüíåå � â êâàäðàòå! � ïàäàåò âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü òà-

êîå çíà÷åíèå. À åñëè äèñïåðñèÿ D(X) ìàëåíüêàÿ (òî åñòü ïðîöåññ

ñàì ïî ñåáå ñòàáèëüíûé), òî øàíñû íà âîçíèêíîâåíèå àíîìàëèè ñòà-

íîâÿòñÿ ñîâñåì êðîøå÷íûìè.

Ïðèìåð: Àâòîìàò íàëèâàåò êîôå. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäíèé îáúåì

÷àøêè E(X) = 200 ìë, à äèñïåðñèÿ D(X) = 9. Îöåíèì âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî àâòîìàò ñëîìàåòñÿ è íàëüåò îáúåì, îòëè÷àþùèéñÿ îò íîð-

ìû íà 15 ìë è áîëåå.

Îòêëîíåíèå îò íîðìû (ñðåäíåãî) ñîñòàâëÿåò ε = 15. Ïîäñòàâëÿåì â

ôîðìóëó:

P (|X − 200| ≥ 15) ≤ 9

152
=

9

225
= 0,04

Òî åñòü âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü òàêóþ àíîìàëüíî ïóñòóþ èëè ïåðå-

ïîëíåííóþ ÷àøêó íå ïðåâûøàåò 4%.
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