
Îïòèìèçàöèÿ â çàäà÷àõ: Ñïðàâî÷íèê ïî òåîðèè
Ïðîôèëüíûé óðîâåíü · Çàäà÷à �17 · Íåîáõîäèìûé ìèíèìóì äëÿ ðåøåíèÿ

1. Â ÷¼ì ñìûñë çàäà÷ íà îïòèìèçàöèþ?

Çàäà÷è íà îïòèìèçàöèþ (ïîèñê íàèáîëüøåãî èëè íàèìåíüøåãî çíà-

÷åíèÿ) ìîäåëèðóþò ðåàëüíûå æèçíåííûå è ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû.

Îò íàñ òðåáóåòñÿ íàéòè èäåàëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðîöåññ

ðàáîòàåò ìàêñèìàëüíî ýôôåêòèâíî.

Íàïðèìåð:

� Íàñòðîèòü ðåîñòàò òàê, ÷òîáû ãåíåðàòîð âûäàâàë ìàêñè-

ìàëüíóþ ìîùíîñòü.

� Ïîäîáðàòü ñêîðîñòü êàòåðà òàê, ÷òîáû ðàñõîä òîïëèâà áûë

ìèíèìàëüíûì.

� Íàéòè ïåðèîä âîëíû, ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà êà÷êè êîðàáëÿ

ñòàíåò íàèáîëüøåé (ðåçîíàíñ).

Â îòëè÷èå îò ïðîñòûõ çàäà÷ ïåðâîé ÷àñòè, çäåñü ìû íå ìîæåì ïðî-

ñòî ¾ïîäñòàâèòü ÷èñëà è ïîñ÷èòàòü¿. Ìû äîëæíû ñîñòàâèòü ôóíê-

öèþ f(x) è íàéòè å¼ âåðøèíó (¾ãîðó¿) èëè âïàäèíó (¾ÿìó¿) ñ ïî-

ìîùüþ ïðîèçâîäíîé.

2. Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ

Êàæäàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïî ñòðîãîìó àëãîðèòìó èç ÷åòûð¼õ øàãîâ:

Øàã 1: Êîíñòðóèðîâàíèå ôóíêöèè.

Áåðåì èñõîäíóþ ôîðìóëó (íàïðèìåð, P = I2R). Ïîäñòàâëÿåì â íå¼

âñå èçâåñòíûå êîíñòàíòû èç óñëîâèÿ è âûðàæàåì ÷åðåç îäíó ïåðå-

ìåííóþ. Ïîëó÷àåì ôóíêöèþ, íàïðèìåð, P (R) = 14400R
(2+R)2

.

Øàã 2: Ïîèñê ïðîèçâîäíîé f ′(x).
×àùå âñåãî ýòî ïðîèçâîäíàÿ äðîáè. Ïðèìåíÿåì ïðàâèëî:(

U

V

)′
=

U ′V − UV ′

V 2

Øàã 3: Ïðèðàâíèâàíèå ê íóëþ.

Ðåøàåì óðàâíåíèå f ′(x) = 0. Çíàìåíàòåëü â êâàäðàòå âñåãäà ïîëî-
æèòåëåí, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ òîëüêî ÷èñëèòåëü.

Íàõîäèì êîðíè (êðèòè÷åñêèå òî÷êè).

Øàã 4: Îáîñíîâàíèå ýêñòðåìóìà.

Îáÿçàòåëüíûé øàã äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî áàëëà! Ðèñóåì ÷èñëîâóþ

ïðÿìóþ, îòìå÷àåì íàéäåííûé êîðåíü è ðàññòàâëÿåì çíàêè ïðîèç-

âîäíîé íà èíòåðâàëàõ.

� Ñìåíà çíàêà ñ + íà − îçíà÷àåò òî÷êó ìàêñèìóìà.

� Ñìåíà çíàêà ñ − íà + îçíà÷àåò òî÷êó ìèíèìóìà.
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3. Ëàéôõàêè è çàìåíû (Óïðîùàåì æèçíü)

Èíîãäà ôóíêöèè âûãëÿäÿò óñòðàøàþùå (íàïðèìåð, ñîäåðæàò ìíî-

ãîýòàæíûå äðîáè è êîðíè). Âû÷èñëÿòü èõ ïðîèçâîäíûå ¾â ëîá¿ �

îãðîìíûé ðèñê îøèáèòüñÿ â çíàêàõ.

Ïðàâèëî êîðíÿ:

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ y =
√
t ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, ìàêñèìóì êîðíÿ

äîñòèãàåòñÿ ðîâíî â òîé æå òî÷êå, ãäå äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ïîä-

êîðåííîãî âûðàæåíèÿ. Çíà÷èò, ñàì êîðåíü ïðè ïîèñêå ïðîèçâîäíîé

ìîæíî îòáðîñèòü!

Çàìåíû:

Åñëè â çàäà÷å ïåðåìåííàÿ âñþäó ñòîèò â êâàäðàòå (íàïðèìåð, τ2

èëè ω2), ââåäèòå çàìåíó x = τ2. Ýòî ïîíèçèò ñòåïåíè è ïðåâðàòèò

ñëîæíóþ äðîáü â îáû÷íóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ.

Ïðèìåð âûâîäà ôîðìóëû ðåçîíàíñà:

Ðàññìîòðèì àìïëèòóäó A(τ) = kτ2√
(T 2−τ2)2+nτ2T 2

. Âíåñåì τ2 ïîä êî-

ðåíü êàê τ4. ×òîáû äðîáü áûëà ìàêñèìàëüíîé, ïîäêîðåííîå âûðà-

æåíèå â çíàìåíàòåëå äîëæíî áûòü ìèíèìàëüíûì:

f(τ) =
(T 2 − τ2)2 + nτ2T 2

τ4
=

(
T 2

τ2
− 1

)2

+ n
T 2

τ2

Ñäåëàåì çàìåíó x = T 2

τ2
. Ðàñêðîåì êâàäðàò:

(x− 1)2 + nx = x2 − 2x+ 1 + nx = x2 + (n− 2)x+ 1

Ìû ïîëó÷èëè îáû÷íóþ êâàäðàòè÷íóþ ïàðàáîëó y = x2+(n−2)x+1,
âåòâè êîòîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ. Å¼ ìèíèìóì âñåãäà íàõîäèòñÿ â

âåðøèíå:

x0 = − b

2a
= −n− 2

2
= 1− n

2

Äåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó, è ôîðìóëà ãîòîâà:

T 2

τ2
= 1− n

2
=⇒ τ2 =

T 2

1− n/2
=⇒ τ =

T√
1 − n/2

4. Çäðàâûé ñìûñë è ÎÄÇ

Ìàòåìàòèêà ñëåïà � ïðè ðåøåíèè êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ÷èñëèòå-

ëÿ îíà ìîæåò âûäàòü âàì äâà êîðíÿ, íàïðèìåð, ω = 15 è ω = −15.
Çäåñü íóæíî âñïîìíèòü î ôèçè÷åñêîì ñìûñëå âåëè÷èí:

� Ñîïðîòèâëåíèå ðåîñòàòà R ≥ 0.

� Âðåìÿ ïðîöåññà t ≥ 0.

� ×àñòîòà èëè ïåðèîä ω > 0, τ > 0.

� Êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà x ≥ 0.

Îòðèöàòåëüíûå êîðíè ñëåäóåò îòáðàñûâàòü ñðàçó, ñ ïîÿñíåíèåì ¾íå

óäîâëåòâîðÿåò ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó çàäà÷è¿. Ïðè ïðîâåðêå çíàêîâ

ïðîèçâîäíîé íà îñè äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïîëîæèòåëü-

íóþ ïîëóîñü (0;+∞).
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